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Quantenstatistik und Kontinuumsphysik

Von ERwIN LoHr*
(Z. Naturforschg. 3a, 625—636 [1948]; eingegangen am 13. Februar 1948)

In Weiterentwicklung der Gedanken, welche der thermodynamischen Herleitung des
Planckschen Strahlungsgesetzes zugrunde liegen, werden die quantenstatistischen Ver-
teilungsgesetze von der Thermodynamik her ohne statistische Hilfsmittel gewonnen. Das
quantenhafte Element ergibt sich wieder automatisch vermoge des Entstehens bzw. Ver-
gehens von stehenden Eigenschwingungen im Hohlraum. — Die de Broglie-Relation wird
fiir diese Eigenschwingungen nicht vorausgesetzt, sondern im Zusammenhange mit den
thermodynamischen Uberlegungen erschlossen. Die Annahme, daB in dem mit den Materie-
wellen durch eine semipermeable Wand koexistierenden Gasgemisch beim Fermi-Dirac-
Gas der Normalzustand und ein einfach angeregter, beim Bose-Einstein-Gas iiberdies alle
zugehorigen vielfach angeregten Zustdnde auftreten, entspricht, wie abschliefend her-
ausgearbeitet wird, den Voraussetzungen der Quantenstatistiken iiber die Besetzungs-

zahlen der Zellen des Phasenraumes.

er Verfasser hat in einer Reihe von Arbeiten

die von Gustav Jaumann, einem Schiiler
Ernst Machs, aufgebaute ,,Kontinuitidtstheorie*
der physikalischen Erscheinungen weiterentwik-
kelt. Vom Blickpunkte der heutigen physikali-
schen Forschung, aus der die Quanten- bzw.
Wellenmechanik, zumindest in ihren fiir die An-
wendungen wesentlichen Ziigen, nicht mehr weg-
zudenken ist, erscheinen die alten Jaumannschen
Formulierungen als merklich zu orthodox.

In seiner Arbeit ,,Ein thermodynamischer Weg
zum Planckschen Strahlungsgesetz“! suchte der
Verf. erstmals einen Ubergang von 'der klassi-
schen Thermodynamik, also einer kontinuums-
theoretischen Darstellung der Beobachtungen,
zum Kerne jener Vorstellungen, welche M.
Planck gerade im Zusammenhange mit der
Aufstellung seines Strahlungsgesetzes entwik-
kelte. Als Verbindungsglied dienten die stehenden
elektromagnetischen Wellen im Rayleigh-Jeans-
schen Modell der Hohlraumstrahlung. Dabei
wurde nachdriicklich der quantenhafte Charak-
ter der bei diesen Untersuchungen in Frage kom-
menden, auf die Eigenschwingungen des Hohl-
raumes entfallenden Energieinderungen betont.
Da im folgenden durchweg koexistierende Gleich-
gewichtszustinde betrachtet werden, besitzt eine
iiberhaupt auftretende, also ,,angeregte“ Eigen-
schwingung stets die gesamte, ihr jeweils zu-
standsméafBig zukommende Energie?.

* Werfenweng, Post Pfarrwerfen (Salzburg, Oster-
reich).

In der vorliegenden Arbeit sollen nun #hnliche
Gedankengiinge herangezogen werden, um die
Ergebnisse der modernen ,,Quantenstatistiken®
ohne Verwendung korpuskularstatistischer Me-
thoden zu gewinnen.

Wihrend sich die. Hohlraumstrahlung natur-
gemil aus elektromagnetischen Wellen aufbaut
und die Forderung der Koexistenz mit einem
hypothetischen ,Strahlungsgase unter Hinzu-
nahme bestimmter, ,einfachster* Voraussetzun-
gen dazu diente, die Energieverteilung innerhalb
der. Hohlraumstrahlung als Funktion der Tem-
peratur und der Frequenz zu gewinnen, haben
wir es jetzt primér mit einem materiellen Gase zu
tun, dem eine koexistierende, zunichst hypothe-
tische Wellenstrahlung zugeordnet wird. Vom
Standpunkt der Wellenmechanik ist es klar, da}
es sich dabei nur um de Broglie- Wellen handeln
kann. Im folgenden soll aber in korpuskular-
quantentheoretischer Hinsicht so wenig als mog-
lich vorausgesetzt und vorerst einfach von den
rein thermodynamischen Ansétzen des idealen
Gases ausgegangen werden. Als selbstverstind-
lich, d. h. ohne jeweilige ndhere Begriindung, wer-
den wir dementsprechend lediglich thermodyna-
mische Sitze verwenden.

1 E. Lohr, Z. Physik 116, 454 [1940].

2 Vgl. Anm. 1, S.456—457. Es erinnert dieses Ver-
halten an das ,,Alles- oder Nichtsgesetz“ in der Phy-
siologie: Gar keine oder volle Erregung der sensiblen

Nerven des Herzmuskels, der einzelnen Skelettmuskel-
fasern.
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1. Erste Voraussetzungen, Thermo-
dynamik der Materiewellen

Fiir die Energie eines idealen Gases je Volum-
einheit, also fiir seine Energiedichte, gilt nach
der klassischen Thermodynamik die Relation:

u=oc T, 1)

worin ¢,c,,T die Massendichte, die spezifische
Wairme bei konstantem Volumen und die absolute
Temperatur bedeuten. Zu dieser Relation tritt die
Gasgleichung:
R,
P= M 0L, (2)

wenn p den Druck, R die allgemeine Gaskonstante
und M die Masse eines Mols bezeichnen. Aus (1)
und (2) folgt fiir ideale Gase

R 1
p= —— U= —U. 3
P=" ¢, w ®)
Diese Beziehung ersetzt die Relation p=u/3,
welche fiir die Plancksche Hohlraumstrahlung
gilt; der Zahlenwert von w ist fiir das Folgende
iiberaus bedeutungsvoll.

Die Erfahrung lehrt, daf die »Molwarme* Mc,
fiir je eine ganze Gruppe von Gasen als konstante
GroBe behandelt werden darf. Der Kleinstwert
ergibt sich fiir die sogenannten einatomigen*
Gase und betréigt

Mcvzi]{:‘u,R. 4)

Fiir andere Gruppen pflegt man w gleich 5/2
(,zweiatomige* Gase) bzw. gleich 3 (..drei- und
mehratomige” Gase) zu setzen.

Die Erfahrung lehrt weiter, daf sich w auch
bei diesen Gruppen mit gegen den absoluten Null-
punkt abnehmender Temperatur dem Werte 3/2
niahert. Wir werden also in den Gasen kleinster
Molwirme, also relativ kleinster Energiedichte,
ideale Gase .einfachster” Struktur zu sehen
haben. Zur Aufstellung neuer theoretischer Be-
ziehungen wird man stets auf den jeweils ein-
fachsten Fall zuriickgehen, so demnach auch
jetzt, bei der Zuordnung einer materiellen Wellen-
strahlung zu den thermodynamischen Ansétzen
eines idealen Gases, auf die Relation (4).

Wir wenden uns nun dieser Wellen-Strahlung
zu. Wieder, wie bei der Ableitung des Planck-
schen Strahlungsgesetzes, werden wir einen

E. LOHR

Hohlraum voraussetzen, in dem sich stehende
Wellen ausgebildet haben. Die Hohlraumwénde
sollen Materie-Wellen nur des einen, jeweils be-
trachteten Gases emittieren hzw. absorbieren und
nach aullen oder von auflen nichts auller Arbeit
und Wirme durchlassen.

Zu den Voraussetzungen der Thermodynamik
der Hohlraumstrahlung, welche wir hier natiir-
lich beibehalten - wollen, gehort es, dall bei kon-
stantem Hohlraumvolumen V die gesamte emit-
tierte Energie aus Wirme ¢ entsteht und die ge-
samte absorbierte Energie sich in Wiarme riick-
verwandelt. Mit Beniitzung von (3) gilt dann fiir
den Hohlraum:

dg=dWV)+pdV="Vdu+ (1 T 1; wdv.
®)

Da das gesamte Emissions- bzw. Absorptions-
vermdgen der Winde, aufier von ihrer eigenen Be-
schaffenheit, nur von ihrer Temperatur, nicht aber
vom Volumen V des eingeschlossenen Hohlraumes
abhéingen wird, gelangen wir iiber ein dem
Kirchhoffschen entsprechendes Gesetz zu der
Folgerung, daB die Energiedichte w der materiel-
len Hohlraumstrahlung im Gleichgewichtsfalle
lediglich eine Funktion der Temperatur T der
Begrenzungswinde sein, aber nicht von V ab-
hidngen kann?. '

Bezeichnet S sV ©)
die Entropie bzw. Entropiedichte des Hohlraumes,
so folgt aus (5) '

V du 1\
und daraus, da dS ein totales Differential be-
deutet,

w=const T +t1=gT"*!. (8)

Um nun von der Energiedichte der Gesamt-
strahlung zur gesuchten Energieverteilung auf
die einzelnen Wellenldngenbereiche fortzuschrei-
ten, wenden wir, genau wie schon in einer frithe-
ren Arbeit des Verfs, den Energie- und En-
tropiesatz nicht mehr auf die Gesamtstrahlung,

3 Man beachte, dal im Falle der Koexistenz der
Gasphase mit einer zweiten, etwa mit der festen
Phase, der Gasdruck p, also hier wegen (3) auch u,
nur eine Funktion von T ist.

2 E.Lohr, Z Physik 103, 454 [1936].
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sondern lediglich auf den unterhalb irgendeiner
bestimmten Frequenz, also oberhalb der entspre-
chenden Wellenlidnge A liegenden Teil derselben
an. Wir konnen uns die Verhéltnisse etwa wie in
Abb.1 der unter Anm.1 zitierten Arbeit durch
zwei Hohlrdume veranschaulichen, deren einer
- die voll ausgebildete, materielle Hohlraumstrah-
lung enthélt, wdhrend der zweite von dem ersten
durch eine semipermeable Wand, die nur Wellen-
langen tiiber A durchléflt, getrennt ist. Die Grenze A
der Semipermeabilitit denken wir uns willkiir-
lich verénderlich, und auBlerdem soll das Volumen
V des zweiten Hohlraumes veréindert werden kon-
nen. Die Winde des II. Hohlraumes sollen alle
auffallende Strahlung in ihrer Zusammensetzung
unveréndert reflektieren. Da die Energie des zwei-
ten Hohlraumes jetzt auch adiabatisch und iso-
chor, also lediglich durch Ubertritt von Schwin-
gungsenergie beim Verschieben der Durchlissig-
keitsgrenze zwischen den beiden Hohlrdumen be-
einflult werden kann, tritt fiir den Raum II zur
Energiegleichung (5) noch ein der Beriicksichti-
gung der Massenverénderlichkeit in materiellen
Systemen entsprechendes Glied. Wir erhalten dem-
gemil, natiirlich wieder unter Voraussetzung
von (3):

d'g+§dZ=d(Vu)+pdV

. . 9
=Vdu+(1+l)udv, ®)
: w
worin Z, die Anzahl der in V jeweils angeregt
vorhandenen ,,Eigenschwingungen®, nach der be-
kannten Abz&dhlung durch

47 7V
3 13

. (10)

gegeben ist. A bezeichnet die jeweilige Grenz-

wellenlinge. § bedeutet, wie aus der Thermo-
dynamik bekannt, das ,,chemische Potential“, das
im hier vorliegenden , Einkomponentensystem*
ebenso wie in den beiden zitierten Arbeiten
mit der Enthalpie je Eigenschwingung in der Um-
gebung der jeweils ins Auge gefaBten unteren

Grenzwellenldnge identisch ist. Natiirlich wird «»
die Energiedichte im Raume II, auBer von T auch
von der Grenzwellenliinge A abhingen. Wir wol-
len im folgenden als unabhingige Variable T, V
und i

}»:’W

(1)

627
wihlen. Es wird dann

47 ,.u,
3

Aus (9) und (12) ergibt sich weiter

azZ ="My + vitTlai. (12

4w
3

dS:_l (‘7’;‘, [Vg“ o Vi“"g]di
8

+—U1+-1)&—L314”“]dVL
5 -7
Wieder benutzen wir jetzt die Tatsache, daB dS
ein totales Differential bedeutet. Es ergibt sich so
aus dem 1. und 2. Gliede der rechten Seite

(13)

% _§g 3 o
T gppri—a Y

und aus dem 1. und 3. Gliede mit Beniitzung von
(14): -

s T ou A On

W=t o e o e 15)

[L+19[+M+l Py (18}

Wie auf S.456 der unter Anm. 4 zitierten Arbeit
erhilt man die Gleichungen der Charakteristiken
dieser linearen, partiellen Differentialgleichung
in der Form:

(w+1)dInT=@w+1)dIni=dlnu. (16)

Sie liefern
) u L
= const , ' ?qu = const , (16%)

woraus sich schliefilich in voller Ubereinstim-
mung mit (8) und in Analogie zum Wienschen
Verschiebungsgesetz ergibt

wer (A i o
e ) oo ey
e (f) O T
Hierin bezeichnet ‘F(s\/T) eine Funktion des .
Argumentes MT. Aus Gl (17) findet man weiter

fiir die Energiedichic (A T) des \Vellenlangen-

(17)

bzw. Frequenzbereiches 3 bis A +d>.

di  m » (;) Jite (/)
=4 w(Z) Sy (4
7 =4 [(wrl) 7) 7Y T]

[z

u(l f)

o /
=4 F(T) ) (18)
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worin ¥’ (OX/T) die Ableitung . nach dem Gesamt-
argumente und F(i/T) eine durch (18) definierte

Funktion von /T bedeuten. Aus dem 2. und
3. Gliede von (13) erhalten wir endlich .
P T AT
e (19)
I Rz
und weiter mit Verwendung von (14)
A (7q 29
=12 +.%9, (20)
oty

Analog zu (15) bis (17) schlieft man aus (20)

§=TX (/T), @1)

worin auch X eine Funktion von i\/T bezeichnet.
Man verifiziert mittels (14), (18) und (19) un-
mittelbar den Ansatz

] (22)

oo 2o 7

worin C eine Integrationskonstante ist. Ebenso
verifiziert man nach einigen Umformungen an
Hand von (13) den Ansatz

su Lo A\, i 4xm
S:V‘[pr(ﬁdT—?r

Eine oft, so auch fiir die eben erwahnte Verifika-
tion, gut brauchbare Umformung soll hier noch
explizit gegeben werden, wobei wir zur Abkiir-

q’\:

] s

Zung x = i/T einfithren. Vermoge (18) haben wir
definitionsgemaf}

t/x‘l”(x)dxsz(x)dx—(‘u +1)/‘I'(xf)d:c

:/f@w—m+DMW)(%

+ (1) [ 2V @) da,
woraus
/x‘l"’(;(t)d,z' — -——x‘l ( )——/F(l‘) dx
I (24/
folgt.

Lésen wir noch die wieder der Definitionsglei-
chung (18) entsprechende, gewdohnliche, lineare
Differentialgleichung

E.LOHR

_F@ g
=" (18)

so ergibt sich

¥ WD [const + /x‘“ F(x)dx], (25)

und indem wir diesen Wert in (24’) einsetzen:

[1:‘1"(1) dr = (1 + l—lb) z~
-[const + [;1'“ I (x) dz] — —li«fF(x) dr .

2. Weitere Voraussetzungen.
Koexistenz zwischen Materiewellen
und Gas

o

(24)

Wir setzten bisher in Hohlriumen eine mate-
rielle Wellenstrahlung voraus, die mit den Eigen-
schaften eines Gases nur insofern zu tun hatte,
als der Strahlungsdruck p mit der Energiedichte
durch die Relation (3) verkniipft war.

Um eine engere Beziehung zwischen Gas und
Materiewellen herzustellen, bietet sich vom thermo-
dynamischen Standpunkte die Forderung der
Koexistenz von Gas und Strahlung dar. Da wir
eine Antwort auf die Frage der Energievertei-
lung tiber die Wellenldngenbereiche der Strah-
lung suchen, miissen wir mit der zuletzt behan-
delten, jeweils durch eine Grenzfrequenz- bzw.
Wellenlédnge charakterisierten Strahlung arbeiten.

Die néchstliegende Forderung wére die der
Koexistenz von Gas und begrenzter Materiestrah-
lung bei gleicher Temperatur, gleichem Druck
und natiirlich gleichen chemischen Potentialen
der beiden Partner. Analog, wie es sich bei der
elektromagnetischen Hohlraumstrahlung ergab,
wo uns obige Forderungen zum speziellen Ray-
leigh-Jeansschen Strahlungsgesetze fithrten, wiir-
den dieselben Forderungen auch jetzt ein viel zu
spezielles und diesmal iiberdies vollig uninteres-
santes Verteilungsgesetz ergeben.

Wir verzichten also wieder auf die unnatiirliche
Voraussetzung einer Druckgleichheit zwischen
Gesamtgas und Teilstrahlung und fordern viel-
mehr Druckgleichheit zwischen Gesamtgas und
Gesamtstrahlung (beweglicher Kolben zwischen
den Réumen I und III der Abb.1).

Irgendeine Charakterisierung, die das mit dem
jeweils betrachteten Wellen -Teilbereiche koexi-
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stierende Gas sinngemal auszeichnet, werden
wir selbstverstiandlich brauchen. Als ein solches
Charakteristikum bietet sich vom thermodynami-
schen Standpunkte lediglich die Konzentration ¢,
in einem Gasgemische dar. Das Gas, das dem ge-
gebenen und mit den Materiewellen durch eine nur
fiir es durchléiésige, semipermeable Wand koexi-
stierenden Gase zugemischt ist, wird aber auchnicht
irgendein Fremdgas sein diirfen. Da wir nach der
Energieverteilung tiber die Wellenlédngenbereiche
suchen, erscheint als einzige, sich verniinftiger-
weise darbietende Auszeichnung des zugemisch-
ten Gases ein energetischer Anregungszustand,
also eine jeweils konstante Energiedifferenz ¢ des

Materielle \|  Marerielle
Hohlrsumstrahlung //v/r//qum:%vh/uny
| dber
. | =

Gasgemisch

II.

==—=—==—= semipermeable Wand
beweglicher Kolben

Abb. 1. Schematische Skizze des grundlegenden
Gedankenexperimentes.

zugemischten Gases gegeniiber dem, in seinem
Normalzustande mit den Materiewellen koexistie-
renden Gase. Aus Griinden, die wir spiter klar
erkennen werden, miissen wir noch von der Mog-
lichkeit, daB sich die beiden Gase auch durch
eine konstante (von & unabhiéngige) Entropie-
differenz unterscheiden, Gebrauch machen. Abb. 1
verdeutlicht die vorausgesetzten Verhéltnisse.
Unsere weitere Rechnung folgt genau den fiir den
vorliegenden Fall thermodynamisch vorgeschrie-
benen Beziehungen. Wir haben nur noch zu be-
achten, daB Koexistenz die Moglichkeit des mate-
riellen Uberganges aus einer Phase in die koexi-
stierende von bestimmtem, physikalischem Zu-
stand einschlieft. Es soll sich also ein gewisser
..Materieteil“ des koexistierenden Gases in eine
entsprechende Eigenschwingung der Materie-Wel-
len verwandeln kénnen und umgekehrt. Das wird
man so zu verstehen haben, daBl sich durch bzw.
in der semipermeablen Wand zwischen II und IIT
ein ,,quantenhafter” Energieaustausch vollzieht,
derart, dafl eine an sich mogliche, an die jeweils
kiirzeste angeregte Eigenwelle anschlieflende,
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noch unangeregte Eigenwelle den vollen Energie-
betrag aufnimmt, der fiir den T entsprechenden,
stationdren Zustand erforderlich ist, wahrend der
entsprechende ,Materieteil” des Gases insofern
verschwindet, als er physikalisch unbeobachtbar
wird, also jedenfalls seine gesamte beobachtbare
Eigenenergie abgibt®. Selbstverstdndlich kann der
geschilderte Prozefl auch im umgekehrten Sinne
verlaufen.

Man erkennt, wie vermoge der Existenz dis-
kreter Eigenwellen durch die Koexistenzforde-
rung sowohl die Vorstellung eines quantenhaften
Energieaustausches wie auch die Vorstellung
einer Unterteilung der Gesamtmaterie in be-
stimmte ,,Materieteile* zwangslaufig hereinkommt.
Wir wollen solche Materieteile, schon der be-
quemeren Sprechweise zuliebe, ,,Partikel nen-
nen, ohne dafl mit dieser Bezeichnung hier irgend-
wie die Vorstellung der diskreten, selbstdndigen,
im Raume miickenschwarmartig bewegten Mole-
kiile (Atome, Korpuskeln) der kinetischen Gas-
theorie verkniipft werden diirfte.

Der Koexistenzforderung wegen wird es not-
wendig sein, die in der Thermodynamik gewo6hn-
lich auf Mole bezogenen Funktionen, und zwar
vorerst die chemischen Potentiale, durch Division
mit einer universellen Grofle L. — die natiirlich
die bekannte Loschmidtsche Zahl sein wird —
auf die soeben eingefiihrten Partikel umzurech-
nen. Wir fithren die Bezeichnungen ein:

M|[L=m, R|[L=Fk, mn=g9, (26)

<0

worin m ersichtlich die Partikelmasse, k die
Boltzmannsche Konstante und n die Anzahl der
betreffenden Partikel je Volumeinheit, also die
Partikeldichte bezeichnen. Sind n, bzw. n, die
Partikeldichten des Gases im Normal- bzw. im an-
geregten Zustande, so sollen die Konzentrationen
durch

— (27)

definiert sein. Verstehen wir ferner unter ﬁ (p,T)
die Enthalpie je Gaspartikel fiir das homogene
Gas des Normalzustandes (¢, = 1), und kann sich
je eine Gaspartikel aus dem Normalzustande in
den angeregten bzw. aus diesem-in den Normal-
zustand zuriickverwandeln, so fordert das Massen-

3 Man erinnere sich zur Veranschaulichung dieser
Forderung etwa an die Verhiltnisse bei Diracs un-
beobachtbaren Elektronen negativer Energie.
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wirkungsgesetz innerhalb des Raumes III be-
kanntlich:

Go=90(p, 1)+ kTlne,=§(p,T)

‘ . (28
+e—TAsy+ kT Ine, =g, .

Hierin entspricht As der Differenz der Entropie-
konstanten in den beiden Zustinden, und wir
schreiben

A5y = (8p); —(8p)y = —k a. (28)

Aus (27), (28) und (28) erhalten wir unmittelbar
die wichtige Relation:

1

_— . (29)
1+e <787 + a)

€y =

Zur thermodynamischen Formulierung der Ko-
existenz dieses Gasteiles mit den Materiewellen

im Raume II miissen wir auch ¢ (p,T) explizit
kennen. Nun ist bekanntlich:

3 (w+p— Ts)GaS

g, 1) = (0)
und nach (1), (2), (3) und (26):
(w +npﬁi =Ww+1)kT. (30%)

Fir ein ideales Gas ergibt sich weiter als
Entropiedichte

R m 1{ . //
8Gas = 0 (cv-{— H)ln]—gﬂlnp—}—(so)o n; (307)

daraus folgt mit (2), (3), (26) und, da wegen der
vorausgesetzten Druckgleichheit zwischen den
Réumen I und III (vgl. die Abb.1) gemaB (8)

p= & pun 31
p=n? (31)
zutrifft:
sGa.s \ m . -
: =u+HklnT—ku+1)In"1
n r 100
4 (30)
_klnﬁ—l‘—(So)o.

Mit (30") und (30"") erhalten wir schlieflich statt
(30)

g‘(p,T) = TCGas !

wenn die Konstante

(32)

E.LOHR

CGas = [H’ +1—1In /%jl k—(so)o (32/)

gesetzt wird.

Koexistenz des Gases (Index Null) im Raume ITI
mit den Materiewellen im Raume II — Tempera-
turgleichheit innerhalb des Gesamtsystems setz-
ten wir ja dauernd voraus — bedingt noch (vgl.
wieder Abb. 1) Gleichheit der entsprechenden
chemischen Potentiale je Partikel bzw. je Eigen-
welle, also gemdf (22), (28) und (32):

g, = T [C’Gas + & In co]
. .3 Ay
-"—T[’ +zn,;ff(7)“’(T)]'

3. Die de Broglie-Relation.
Fermi-Diracsche Statistik

(33)

Um Gl. (33) zu erfiillen, miissen natiirlich die
Konstanten beiderseits gleich sein,

C

— hl
Gas ¢,

(34)

was wir durch geeignete Wahl von (s;), in (32)
stets erreichen konnen. Es verbleibt dann die Be-
dingung

3 AR .
“““meF(T)“’(‘T)' g

Nach (29) ist ¢, eine Funktion von ¢/T, wihrend
in (35) rechter Hand eine Funktion von al/T steht.
Wir werden demgemél

) = Pe¢

setzen. Da die Funktion F(i/T) vermoge (18)
durch die Energiedichte der Materiestrahlung be-

J~¢ oder (36)

stimmt wird, kann sie auler von 5\/T und univer-
sellen Grofen nur noch von Groflen abhéngen,
welche die spezielle Natur des betrachteten Gases
charakterisieren. Als solche Grofien kommen, wie
aus den Relationen (1) bis (3) hervorgeht, nur die
dimensionslose Zahl w und die Molmasse M bzw.

die Partikelmasse m in Frage.
Hier ist nun der Ort, wo unsere spezielle, durch
die GI1. (4) ausgedriickte Annahme
u=23/2 &)

wesentlich wird. Nach (11) erhalten wir mit (4')

i=1/72, (119
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und gem'éiB (36) wird die Dimension

m

1/2
I e

Da im Nenner eine Wirkung steht, wird man als .

universelle Konstante, wie schon bei der Ab-
leitung des Planckschen Strahlungsgesetzes (vgl.
die unter Anm.1 zitierte Arbeit), das Plancksche
Wirkungsquantum b einfiihren. Im Zahler mufl
dann die Wurzel der Partikelmasse auftreten. Im
Einklange mit der iiblichen Normierung setzen
wir:

VP — V2m , (38)
h
oder gemdl (11") und (36)
1 V2me
- = ) 39
A h 39)

die bekannte de Broglie-Relation, welche wir
aber konsequenterweise nicht als bekannt an-
genommen, was natiirlich bequemer gewesen
wére, sondern: unter verniinftigen Voraussetzun-
gen abgeleitet haben.

Wir schreiben nun die bisher eingefiihrten

Funktionen in der Form an, wie sie sich von i/T
mittels (11) und (36) auf ¢/T umgerechnet ergeben:

v 4w o uou ,

Z=— € (10%)

dZ = YAV 4+ uVe' ~tde], (129
a=" TPy ATy =6 Ty(e/T), (A7)

P RGT)
= P @+ Dw 3/T) + G T) v D)
= [+ D) v/ T)+@E/T)y' /T =/ T),

] (18)

w(e, 1) =28 = [+ Dy e/ T)+ 6/ T) v/ (/7))
= d'f(e/T), (18")

£ [C+mp—'°ff(s/T)d(s/T)], (22)
8= Ve”[fl, '(7) (7 ) c]. 23')
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Aus (22') und (33) folgt jetzt statt (35)
3 —u & & 7
Elney=g P /f(j) d (T) (35
und mit Beniitzung von (29)
&
3 1 e, e (ﬁ i a)
il 0 = —
CO 9(8/[) 1+e—(;‘1¢+a) (40)
3 —u m
H— P "f(e|T).
Diese Relation, in (18") eingesetzt, ergibt
& ‘I_l
u(e,T)= Anp pu 5 g (41)
e(ﬁ " a) +1
und mit (4') und (38)
2 7 (2 m)*? g ,
uie, 1y = 22ZM av
P A

Die erhaltene Energieverteilungsfunktion ist,
wie man sieht, mit jener der Fermi-Diracschen
Statistik identisch.

4.-Die Bose-Einsteinsche Statistik

Nachdem wir die de Broglie-Relation fiir die
Wellenlingen der Materie-Strahlung herausge-
arbeitet haben, wiirde uns im iibrigen, wenn wir
lediglich noch die konstante Entropiedifferenz
zwischen angeregtem und unangeregtem Gas zu-
lieBen, eine einfache Wiederholung der bei der
Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes
(vgl. Anm.1) durchgefiihrten Uberlegungen zur

-Energieverteilungsfunktion der Bose-Einstein-

schen Statistik fithren. Wahrend es dort aber
naheliegend war, noch ein besonderes,,Strahlungs-
gas*’ (Photonengas) einzufiithren, erschiene die
analoge Einfiihrung jetzt vollig unmotiviert. Es
entsteht demgemil die Frage, ob wir nicht ledig-
lich mit dem Gasgemisch aus in unangeregten und
angeregten Zustdnden befindlichem Gas durchzu-
kommen vermogen. Irgendeine Erweiterung unse-
rer Voraussetzungen miissen wir natiirlich vor-
nehmen, wenn wir zu einer anderen Energiever-
teilungsfunktion gelangen sollen. Diese Erweite-
rung kann ersichtlich in ungezwungener Weise
nur bewerkstelligt werden, indem wir mehrere
Anregungsstufen zulassen. Da ferner ¢ fiir die je-
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weilige Grenzwellenlinge im Raume 1I charakte-
ristisch ist, kann es sich dabei nur um ganze Mul-
tipla von & handeln. Selbstverstindlich brauchen
wir im Falle von r Anregungsstufen auch r
..chemische Gleichgewichtsrelationen, wenn, was
wir doch verlangen miissen, die Gleichgewichts-
konzentrationen bestimmte Werte besitzen sollen.
Die einfachste, naheliegendste und ungezwun-
genste Annahme, die wir machen kénnen, besteht
offenbar in der Wiederholung der Gleichgewichts-
forderung (28) fiir je zwei benachbarte An-
regungsstufen:

g(p,T)+kTInc,=g(p,T)

42
+e—Tds,+ kT In Crry (42)
mit
As, = (SO)K+1 — (&)= —ka (429
Aus (42) erhilt man
&
C, - + a
71;_ _ ekl (42//)
Cr 41
und somit
&
¢, = ¢, e—(’vzf’%a>
= c_<7~1 N L> =c,e 2(__+(1),
(43)

Die Gln. (43) ergeben fiir die gesuchte Kon-
zentration des Gases im Normalzustande

=1— o — 1o Gir o)
WS i__ —(r+1)(*+;'

Die weiteren Uberlegungen und Folgerungen
stimmen mit jenen der vorangegangenen Nummer
itherein und man erhalt

(44)

1 e, )

k - — -
e G

(45)
— 0o+ (-
_+De G ) __ 3 pu f(i)
o & T d4au T
1— o ( +1)(”+u) u
¢ G.Gentile, Nuovo Cimento 17, Nr. 10 [1940].

Dieses Ergebnis entspricht genau der von G.
Gentile jr.® vorgeschlagenen Verallgemeine-
rung der Bose-Statistik. Wir wollen im folgenden
in iiblicher Weise die Idealisierung r — oo ein-
fithren und koénnen das um so eher tun, als
G. Schubert? kiirzlich die Unbedenklichkeit
dieser Voraussetzung fiir die Bose-Statistik nach-
wies.

Setzen wir (45) mit dieser Vereinfachung in
(18") ein, so erhalten wir statt (41) der vorigen
Nummer

- 4 &'
w(e,T) = 3“1"“ . e (46)
e*T T —1
und mit (4) und (38)
. A (2m)*? &
w(e,T)= X ) F 1w ,  (40)
kT 1

somit genau die Energieverteilungsfunktion der
Bose-Einsteinschen Statistik. )

Auf den inneren Zusammenhang unserer An-
siitze mit denen der beiden Quantenstatistiken
kommen wir weiter unten noch zuriick.

5. Allgemeine Diskussion der Ergeb-
nisse

Wir erkannten schon in Abschnitt 2, wie
durch die Forderung der Koexistenz von Gas und
Materie-Wellen eine Art von ,,Partikel*“-Vorstel-
lung dem vorerst rein kontinuitits-theoretisch
aufgefafiten Gase zwangsliufig aufgeprigt wird.
Diese von der Wellenvorstellung auf das koexi-
stierende Gas unseres Gedankenexperimentes hin-
tibergreifende Partikelvorstellung entspricht den
thermodynamischen Verhéltnissen der klassischen
Formulierung; grundsitzlich andere Beziehun-
gen treten jedoch auf, wenn die Energievertei-
lungsfunktion der materiellen Wellenstrahlung
selbst mit der einer Partikelgesamtheit identifi-
ziert wird. Das geht schon aus dem Umstande
hervor, dafl wir zu zwei untereinander verschie-
denen Energieverteilungsfunktionen gelangt sind.

Der Ubergang von der Wellen- zur Partikel-
vorstellung erfolgt jetzt, indem wir jeder Partikel
eines bestimmten Energieintervalles, & bis & + de,
die Energie & zuschreiben. Fiir die Anzahl der
Teilchen je Volumeinheit innerhalb des genann-

“G.Schubert, Z. Naturforschg. 1, 113 [1946].
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ten Intervalles ergibt sich dann aus (41’) bzw.
(46"):

i de = w(eT) de
& Je €
9 72 19 m 2 12 (47)
L [hsm] = = de=dn (e, T) =dn, .
6W+ai_1 )

Die Gesamtzahl n (T) der Teilchen je Volum-
einheit, also die Partikeldichte, wird somit durch

oo

e 2x[2m)? &P de
n (T) =f [hs ] 3
0 eﬁJrai—l

(48)

bestimmt. Bei gegebener Temperatur legt dem-
nach n (T) die Konstante a fest und umgekehrt
a die Anzahl n (T). Da bei uns, abweichend von
den statistischen Ableitungen, « zunichst eine
nicht nur von ¢, sondern auch von T und V, d. h.
eine von allen Zustandsvariablen unabhingige
Konstante bedeutet, wird gemaf (48) bei konstan-
tem T die Partikeldichte selbst konstant. Das war
zu erwarten. Da nach den Voraussetzungen des
Abschn. 1 die Energiedichte der materiellen Hohl-
raumstrahlung und mit ihr, gemiaB Gl. (3), auch
der Druck lediglich eine Funktion der Tempera-
tur, also unabhéngig von V ist, mul} die Partikel-
dichte bei konstantem 7T, aber wechselndem ver-
fiigharem Volumen, genau so konstant bleiben,
wie im Falle eines mit einer kondensierten Phase
bei konstanter Temperatur koexistierenden Damp-
fes (vgl. Anm. 3). Der Absorption bzw. Emission
von materieller Strahlung bei isothermen Volum-
dnderungen des betrachteten Hohlraumes ent-
spricht demnach ein Ausscheiden von Partikeln
aus dem Hohlraum bzw. ein Eintreten solcher in
diesen. :

Darin liegt insofern eine Besonderheit, als die
Strahlung ihre Energie bei den genannten Pro-
zessen in Form von Wirme restlos nach aullen
abgibt bzw. von aufien bezieht und dementspre-
chend dabei auch die den Materiewellen #Aqui-
valenten bzw. als solche vorausgesetzten ,,Gas-
partikel” ins Unbeobachtbare verschwinden bzw.
aus dem Unbeobachtbaren zuriickkehren miissen®.

Dieser Umstand braucht uns nicht zu befrem-
den, wenn wir beriicksichtigen, daf die Gasphase

8 Mit einer analogen Erscheinung hatten wir es

iilbrigens schon bei der Koexistenz unseres Gases im
Raume IIT mit den Materiewellen im Raume II zu tun.
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die Eigenschaften eines idealen Gases normaler-
weise keineswegs bis zur Koexistenz mit einer
kondensierten Phase, also im Zustande eines ge-
séttigten Dampfes, beibehilt. Fiir die Zuldssigkeit
unseres Gedankenexperimentes geniigt aber die
Denkbarkeit des Grenzfalles®.

. Diesem Verschwinden und Wiederinerschei-
nungtreten der Partikel entspricht das Nullwer-
den des chemischen Potentials der Gesamtstrah-
lung. Andernfalls miilten ja die Teilchenanzahl-
Anderungen mit energetischen Verinderungen

der Form gdZ verkniipft sein, ein solches Glied
tritt aber in Gl. (5), also in der Energiebilanz der
Gesamtstrahlung, nicht auf.

Um die Zusammenhinge restlos zu durch-
schauen, berechnen wir aus (10°) und (22, in-
dem wir beachten, dafl sich ¢ auf den jeweiligen
Hochstwert von e bezieht, fiir die Teilstrahlung
des Raumes I1:

4m

G=§Z=V-pP*T

[oe e folalota)) e

Da ein endlicher Wert der Konstanten C fiir

(49)

¢ = oo einen unendlich grofien Wert von G bzw. g
bedingen wiirde, werden wir
C=0 (50)

wiéhlen, und es wird dann die Enthalpiedichte der
Teilstrahlung

o= [rt)alr).
0

Mit Riicksicht auf (35’) zusammen mit (29)
bzw. (44) ergibt (51) tatsichlich

(51)

hmé:g:(), (52)

€=oc0

wenn g die Enthalpiedichte der Gesamtstrahlung
bezeichnet.

® Die Moglichkeit eines derartigen Prozesses wurde
seinerzeit (1926) von A. Einstein ventiliert, als
er glaubte, dafl n (T) bei gegebenem T im Falle der
Bose-Einsteinschen Statistik (wegen des nega-
tiven Vorzeichens im Nenner) einem Maximalwerte
zustrebe. Das Gas miilite sich dann, wenn man es iso-
therm komprimiert, wie ein gesittigter Dampf ver-
halten, und Einstein spricht von einem ,,gesittigt.
idealen Gase“.
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Wir wollen jetzt die Entropiedichte s bzw. s
der Teil- bzw. Gesamt-Materiestrahlung explizit

berechnen. Wir setzen hier
e/T=ux (53)

und bemerken, dafl F(z) und ¥ (z) nach (18) und
(18”) ebenso zusammenhéngen wie f (x) und ¢ (z).
so daB wir die Umformungen (24) bis (25) un-
mittelbar verwenden konnen. Wegen (50) und
mit (24) erhalten wir aus (23")

s = 83/2/.r ' (x) de = 93/2 [23"_ "
g 13

) (54)
-[const +/x3/2f(x) dxr] —5 / f(:r)dx} .

Da nach (17) und (25) einerseits

= TP (2) = T°" [const + /2" (z) dx] (55)

zutrifft und man andererseits aus (18") bei kon-
stantem T

& S T
i=fue,T)de=T" [+ (x)dz (55)
0 0

erhidlt, mubl fiir die von uns gewdahlten Integra-

tionsgrenzen die Konstante in (55), somit auch in
(54), gleich Null gesetzt werden. Ein Blick auf
(51) und (52) lehrt uns, daB das letzte Glied in
(54) fiir die Integrationsgrenzen x = 0 bis co ver-
schwindet. Dementsprechend verbleibt mit (55")
fiir die Entropiedichte

oo

RT ,_5 3/2 3/2 _5 u
s__hms_gT fx f(x)dx_-gT~

xr = o0

(56)
0

also fiir die Gesamtentropie der Gesamt-Materie-
strahlung

5 _u 5 U ,
S=3Vy=g57- (56"

Fiir das Folgende ist es wichtig, daf}
s_%=§b(T,V) (57)

ein thermodynamisches Potential darstellt. Mit
Riicksicht auf

s = 71 (dU + p dV) (59)

E. LOHR

folgt ja

n LT
Lav 4 par=ao (59)

und demnach

IP U P p ;
=T w7 (599

Kennen wir @ als Funktion von T und V, so er-
halten wir aus (59') U und p und vermége (57)
auch

D e
Sa¢’+f»;77,—. (B7)

‘Wenn wir die durch
N=nV (60)

definierte Gesamtanzahl der Partikel als bei Zu-
standsdnderungen konstant bleibend ansehen,

-also tiiber das ,gesittigt ideale Gas® hinaus-

gelangen wollen, miissen wir die Konstante «
nachtriaglich als Zustandsfunktion auffassen.

Aus Gl. (55") erhalten wir, wenn wir noch die
Abhéngigkeit der Funktion f von « explizit an-
schreiben,

& =00

U=V limau= VTf‘/fo”f ({ + a) dx.  (61)
-0

Als neue Integrationsvariable fithren wir nun

x
—+a=w

. (62)

ein, dann geht (61) in
U=VETY? (0 —a)* £ (0) dw (1)
0

iiber. Die a-Abhéngigkeit von U, bei Konstant-
haltung der iibrigen Variablen, ergibt sich also zu

Y
KT

= [-— g V(kTy"? f (w— a)ll2 f (w) dzr] da

da

+[—VET)? (1w — a)*?f (w)]fgia :
ur w—a

(63)
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Der zweite Klammerausdruck ist ersichtlich gleich
Null, und es verbleibt mit Beriicksichtigung von
(48), (41’) bzw. (46") und (18")

daU:—g VETn (T)da. (63"
Aus (56") und (57) folgt
2 U
W8 64
P(TN) =35 (64)
und somit
dy,®=—Vknde=—Nkda.  (65)

Bei variablem « tritt demnach zu d.,®, dem der
expliziten Abhéngigkeit von V und T entspre-
«chenden Differential, noch der Ausdruck (65). Da
.alle unsere Deduktionen ein konstantes « voraus-
setzten, miissen wir das zusitzliche Glied kom-
pensieren, indem wir

~ 2 U

==+ + Nk 66)
P g T Nka (66)
'biiden, worin jetzt die Gesamtanzahl N der Par-
tikel als konstante GréBe betrachtet werden soll.
_Tatséchlich erhalten wir nunmehr gem#f (64),
(65) und (66)

2 U 2 U\ .
”(p—d”(s 1‘)+d (5 7) + Nk aa

2 U
= =l — . 66/
T(3 p) = ©)

Die Verifizierung der den beiden Bedeutungen
von a entsprechenden allgemeinen Anséitze und Folge-
rungen an dem Falle des nicht entarteten Gases

a1 (67)

kann hier wegen Raummangels nur angedeutet wer-
den. Mit Riicksicht auf (66’) und (59’) erhilt man in
beiden Féllen

v=2 wer,

2 p.—_”kT’

(68)
wobei von den mit (67) aus (55") bzw. (48) folgenden
Néiherungswerten

(2mn) 2

U— 2 (k 1)5/2 e
(68)

szm ke TH2e
ausgegangen wird.

Hingegen unterscheiden sich S und S wegen (57)
and vermége (64) und (66) um eine Konstante. —
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Man erhilt aus (68’) den dem Falle (67) entsprechen-
den Néherungswert von s« und mit diesem aus (57'),
(59’) und (66)

5 (-ﬂm}

§=Nk{?lnT—lnp+l (ke)5/21

(69)

Fiir die Entropiekonstante ergibt sich somit genau
der Sackur-Tetrodesche Wert. — S ynterscheidet
sich von'S gemif (66) um Nka. — Dab ka dabei die
Rolle einer zusitzlichen Entropiekonstante je Partikel
spielt, war wegen der Relation (28’) zu erwarten.
Auch die Beriicksichtigung von ,,potentieller* Ener-
gie Upot’ die auBerhalb der durch (39) gegebenen
Zuordnung steht und zu letzterer,
Unterscheidung ,kinetische*

die dann zur
Energie U,;, genannt
wird, noch hinzukommt, kann hier nur kurz erw#hnt
werden. Unsere Rechnungsgrundlagen bleiben unver-
dndert, wenn sich Upot schon aus den urspriinglichen
Ansitzen (5) und (9) heraushebt. Das geschieht,
wenn sich fiir umkehrbare Zustandsinderungen eine
Arbeit angeben ldfBt, derart, daB

AUy + d'A*=0 (70)
und im besonderen, falls
du av=0 —_ "ot 70’
p0t+pp0t — Y ppot—_*f_ ( )

zutrifft, worin Dpot einen zusétzlichen Druck bezeichnet.
Beispielsweise folgt aus dem Ansatze

a a
Upot=— 3> Prot=— "

(71)
Diirften wir zusitzlich annelimen, dall im Volumen V,
der materiellen Strahlung, aus irgendeinem Grunde
jeweils nur der Raum V’= V —b tatsichlich zur
Verfiigung steht, so erhielten wir mit (68) und (71)
fiir den Gesamtdruck

N a y
pgesamt‘:"kT+ppot:ka_ Ve (72)

also die van der Waalssche Zustandsgleichung.
Das in (69) auftretende p entspriche natiirlich jetzt

nk

Vs
Gas sein soll. — Erw#hnt sei schliefilich noch, daB,

pot

U.
solange - tur festes N nur von T und V abhingt,

die 1\Ioghchkelt im Rahmen unserer Voraussetzungen
die Schreibweise

v
€ 1 pot

L L (7 7
T ¢ ek1'<+ N )+a

zu verwenden, gewisse Verallgemeinerungen nahe-
legt, auf deren Erorterung wir jedoch hier verzichten
miissen.

(73)
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6. Beziehungen zwischen unseren An-
sdtzen und jenen der Quantenstatistiken

Die Gesamtzahl der im Raume II jeweils vor-
handenen Eigenwellen betrigt Z, die Gesamtzahl
der im Raume III jeweils vorhandenen Partikel
soll jetzt durch

N=nVi=0+n+n+.. ) Vg

) (74)
=N, 4+ N+ N, +...

bhezeichnet werden.

Da die insgesamt aus dem Raume III ver-
schwindenden Partikel in ebensoviele materielle
Eigenwellen des Raumes II iibergehen miissen
und umgekehrt, so folgt:

dZ = —dN. (75)

Wegen V= const folgt aus (127), (38) und mit

w=3/2
47

dZ = 3

_2a(2m) ne

" w—1
PruV, e de &

Vi ¢ de

(76)
was genau der in.den Quantenstatistiken auf das
gleiche Energie-Intervall entfallenden Anzahl der
Zellen von der Griofle h3 entspricht*. Wir halten
fest: Andert sich N im Raume III um eine Ein-
heit, so steigt oder sinkt auch die Anzahl der
. Zellen um eine Einheit. Nun wird fiir die Fermi-
Diracsche Statistik nach (27), (29), (74) und (75)
bei gegebener, konstant gehaltener Temperatur:

5+
dZ=—dN= —@G— = —(1+e“ “Vax,
(77

. 1
und es ergibt sich nach (41), (75), (76) und (77)
als Energiezuwachs im Raume 11

&

AU, = dZ = —(0-dN, + €dN,).

(78)

Es sei hier darauf hingewiesen, dafl der Wert von
w in (78) — ebenso in (80) — nur dZ beeinflufit.
Fiir die Bose-Einsteinsche Statistik erhalten wir

€

LR |

10 Vgl. etwa C. Schaefer, Einfiihrung in die
theoret. Physik, 2. Aufl.,, 2. Bd., S. 624, Formel 196.
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aus (43), (44) (mit r = oo) und (74) nach leichter
Rechnung: .

- &
S ;..
€ 2k

—+a
—1

edN,+2edN,+ ... (79)

ng

und somit gemdh (46), (75). (76) und (79)

. €
dUy=dZ——— r
—m+ta
e*T —1

— —(0-dN,+ ¢dN, + 2dN, +...). (80)

Die Formeln (78) und (80) fithren zu einer
physikalisch recht interessanten Interpretation.
Sind nédmlich die Partikel des Raumes ITT mehr
als nur ein durch die Koexistenz mit den Materie-
wellen des Raumes II dem Gaskontinuum des
Raumes IIT duBerlich aufgezwungener, rechneri-
scher Zuordnungsbehelf, dann mufl nach Ab-
schlub je eines Einzelumwandlungsprozesses ge-
nau eine Partikel aus dem Raume III verschwun-
den sein. Je nachdem, ob das eine unangeregte
Partikel war oder eine der K-ten Anregungsstufe,
hat die betreffende Eigenwellenlinge des Rau-
mes II keine Energie oder das Energiequant Ke
empfangen. Da wir jeder Partikel des Raumes II
die des zugehorigen Bereiches entsprechende
Energie ¢ zuschreiben mufiten, heifit das, quanten-
statistisch gesprochen: Im Falle der Fermi-Dirac-
schen Statistik kann jede Zelle nur von einer oder
keiner Partikel, im Falle der Bose-Einsteinschen
Statistik jedoch von beliebig vielen Partikeln be-
setzt sein.

Soweit laufen die der hier vorgetragenen Theo-
rie und die den Quantenstatistiken zugrundelie-
genden Voraussetzungen und Unterscheidungen
weitgehend parallel, wobei allerdings nicht ver-
gessen werden darf, dafl die Verdnderung ledig-
lich einer der Partikelanzahlen N, stets die vor-
handen gewesenen Gleichgewichtskonzentratio-
nen storen mub. Eine auch im Raume III in aller
Strenge festgehaltene Partikelvorstellung zwingt
eben naturgemidB zu statistischer Behandlung.
Dort aber, wo die statistische Methode der Quan-
tenstatistiken einsetzt, ndmlich bei der Ermitt-
lung der Verteilungsfunktionen, tritt bei uns an
die Stelle der statistischen die neue, die thermo-
dynamische Methode.



